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 ا٘طبی سیبؾی ایٗ فػُ :

أیذٚاسْ ثٝ ا٘ذاصٜ ی سٕبْ اػذاد حمیمی خذا ٔب سٚ دٚسز داضشٝ ثبضٝ ٚ سٕبْ وبسٞبٖٔٛ ٌٛیبی اٖٚ ثبضٝ وٝ ػؿٛی اص ٔؼٕٛػٝ 

لذسٔكّمٓ ٞش ِحظٝ ثب خٛدْ ٘یبص ثٝ ٔٙفی ٘ذاضشٝ ثبضٝ ؿٖٛ ٔی خٛاْ ی ٞسشیٓ وٝ سٛ ساٜ ساسز حشوز ٔی وٙٙذ دٚسز داسْ افشاد

لذسٔكّك ٔٗ ثب ٞیؾ آدٔی ثیطشش اص ؿٙذ دٞٓ ٘جبضٝ ٚ لذسٔكّمٕٖٛ ثب ٘مكٝ آغبص ٞش ِحظٝ ثیطشش ٚ ثب خذا ثٝ ٕٞیطٝ ٔظجز ثٕٛ٘ٓ ٚ 

ثشٛ٘یٓ یٝ ثبصٜ ی ٔٛفك داضشٝ  ،وٝ اػشٕبع ثبصٜ ٞبی وٛؿىی ٔظُ ٞش سٚص ٚ ٞش سبػشٝ ص٘ذٌی سٛ ثبصٜ ی ٚوٕششیٗ حذ ٕٔىٗ ثشسٝ 

 .ثبضیٓ 

 ِكفب ا٘طبی سیبؾی ایٗ فػُ خٛدسٖٛ سٚ ثٙٛیسیذ .....

 

 

 

 

 

 : فصل سوم 

 استدلال و اثبات در هندسه

 .ػی وٝ دس اثشذا ٔؼَٟٛ ثٛدٜ اسز اسشذلاَ یؼٙی دِیُ آٚسدٖ ٚ اسشفبدٜ اص دا٘سشٝ ٞبی لجّی ، ثشای ٔؼّْٛ وشدٖ ٔٛؾٛ

ٚػٛد داسد ضٕب وذاْ یه  2ٚ  8ٚ  2ٚ یه لكؼٝ ثٝ اثؼبد   2ٚ  4ٚ  6ٔظبَ : ویه سِٛذی داسیٓ وٝ دس لكؼبر آٖ دٚ لكؼٝ ثٝ اثؼبد 

 اص ایٗ ویه ٞب سا ا٘شخبة ٔی وٙیذ ؟

 اسشذلاَ ٔب ثشای ا٘شخبة ثش وذاْ دا٘سشٝ ی لجّی ٔب ثیبٖ ضذ ؟ 
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بدٜ اص سشسیٓ ٚ ضىُ ٞب ٔؼَٕٛ اسز أب ٕ٘ی سٛاٖ ثش اسبس ایٗ سٚش یؼٙی اسشذلاَ ثٝ وٕه سشسیٓ ثٝ قٛس وبُٔ دس ٞٙذسٝ اسشف

 اوشفب وٙیٓ 

 ٔظبَ : ثب ٔطبٞذٜ سطخیع دٞیذ آیب دس ضىُ صیش خكٛـ سسٓ ضذٜ ٔٛاصی ٔی ثبضٙذ ؟

 

 سٛاَ : ٔحُ ثشخٛسد اسسفبع ٞبی ٔظّض دس ؿٝ ٘بحیٝ ای اص آٖ لشاس داسد ؟

 اسشفبدٜ اص سسٓ ٚ دیذٖ :سخ : دب

 

 

 اسشفبدٜ اص ٔظبَ ٞبی ٔشؼذد :

 

 : ٚ ٔظّض ثب یه صاٚیٝ ثبص ٔظبَ ٘مؽ ثشای حبِز ٞبی ثبلا : ٔظّض لبئٓ اِضاٚیٝ 

 

 

 

 اثؼبد ظبٞشی ثشای ایؼبد اقٕیٙبٖ اص دسسشی یه ٔٛؾٛع وبفی ٔی دا٘یٓ دیذٖ ، اسشفبدٜ اص حٛاس ٚ اسائٝ ٔظبَ ٞبی ٔشؼذد ٚ سٛػٝ ثٝ

   .٘یسز 

 ٌّذسِ : ثب اثجبت درآشٌبیی 

دس سٚ٘ذ اسشذلاَ اص اقلاػبر ٔسئّٝ ) فشؼ یب دادٜ ٞب ( ٚ حمبیك ٚ اغِٛی وٝ دسسشی آٟ٘ب اص لجُ ثشای ٔب ٔؼّْٛ ضذٜ اسز ثشای 

 سسیذ٘جٝ خٛاسشٝ ٔسئّٝ ) حىٓ ( اسشفبدٜ ٔی وٙیٓ .

 صیش سا یبدآٚسی وشد : اص حمبیك ٚ اغِٛی وٝ دسسشی آٟ٘ب سا ٔی دا٘یٓ ٔی سٛاٖ ٔكبِت

 دس ٞش ٔظّض ٔؼٕٛع صاٚیٝ ٞبی داخّی ثشاثش ...........دسػٝ اسز . – 1

 ٞش صاٚیٝ خبسػی دس ٔظّض ثشاثش ٔؼٕٛع دٚ صاٚیٝ داخّی غیشٔؼبٚس اسز . – 2
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 دسػٝ اسز . 361ٔؼٕٛع صاٚیٝ ٞبی ..................... ٞش ٔظّض  – 3

 ، ٔیب٘ٝ ، ٘یٕسبص ٚ ػٕٛدٔٙػف اسز وٝ  ٔظّض داسای اػضایی ٔب٘ٙذ اسسفبع  – 4

 اسسفبع : دبسٜ خكی اسز وٝ اص سأس ثش ؾّغ ٔمبثُ ػٕٛد ٔی ضٛد  –اِف 

 ٔیب٘ٝ : دبسٜ خكی اسز وٝ اص سأس ثش ٚسف ؾّغ ٔمبثُ ٚغُ ٔی ضٛد . –ة 

 ٘یٕسبص : خكی وٝ اص سأس ٔظّض ٔی ٌزسد ٚ صاٚیٝ ی آٖ سا ٘ػف ٔی وٙذ . –ح 

 .ثش ٚسف ٞش ؾّغ ٔظّض ػٕٛد ثبضذ  ٔٙػف : خكی وٝدػٕٛ –ر 

ٚ دس ٔظّض ثب صاٚیٝ  ٚسشٔحُ ثشخٛسد اسسفبع ٞب دس ٔظّض ثب صاٚیٝ ٞبی سٙذ دس ............ٔظّض ، دس ٔظّض ثب صاٚیٝ لبئٕٝ سٚی  – 5

 .............. ثیشٖٚ ٔظّض ٔی ثبضذ.

 . ٔحُ ثشخٛسد ٘یٕسبصٞب دس ٔظّض اص سٝ ؾّغ ٔظّض ثٝ یه فبغّٝ ٔی ثبضذ – 6

 

 

 .ٔیب٘ٝ ٞبی ٞش ٔظّض ٕٞشس ٞسشٙذ ٚ ٔحُ ثشخٛسد آٟ٘ب ٌشا٘یٍبٜ یب ٘مكٝ سؼبدَ ٔظّض اسز  – 7

 

 

 ػٕٛدٔٙػف ٞبی ٞش ٔظّض ٕٞشس ا٘ذ ٚ ٔحُ ثشخٛسد آٟ٘ب اص سأس ٞبی ٔظّض ثٝ یه فبغّٝ ا٘ذ  – 8

 

 

 ی ثبضذ .وٛؿه سشیٗ صاٚیٝ خبسػی ٞش ٔظّض ، ٔىُٕ ثضسي سشیٗ صاٚیٝ ی داخّی آٖ ٔ  – 9

 دسػٝ ٘ػف ٚسش اسز . 31دس ٞش ٔظّض لبئٓ اِضاٚیٝ ، ؾّغ سٚثٝ سٚ ثٝ صاٚیٝ  – 11

 ٔؼٕٛع فبغّٝ ٞبی ٞش ٘مكٝ دسٖٚ ٔظّض ٔشسبٚی الاؾلاع اص سٝ ؾّغ آٖ ثشاثش اسز ثب ا٘ذاصٜ ی اسسفبع ٔظّض .  – 11

3 ، قَٛ اسسفبع ثشاثش اسز ثب  aدس ٞش ٔظّض ٔشسبٚی الاؾلاع ثب ؾّغ  – 12
2
   . 
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 ٔسبحز ٔظّض ٔشسبٚی الاؾلاع ثشاثش اسز ثب : 12ثب سٛػٝ ثٝ ٘ىشٝ  – 13

 

 صاٚیٝ ثیٗ اسسفبع ٚ ٔیب٘ٝ دس ٔظّض لبئٓ اِضاٚیٝ ثشاثش اسز ثب ا٘ذاصٜ ی سفبؾُ دٚ صاٚیٝ دیٍش  - 14

3 دسػٝ ثب  61خٛاٞیٓ دیذ وٝ دس ٞش ٔظّض لبئٓ اِضاٚیٝ ا٘ذاصٜ ی ؾّغ ٔمبثُ ثٝ صاٚیٝ  – 15
2

 قَٛ ٚسش آٖ ٔظّض ثشاثش اسز . 

دس ٞش رٚص٘مٝ ، دس غٛسسی وٝ ٚسف دٚ سبق سا ثٝ ٞٓ ٚغُ وٙیٓ ، دبسٜ خكی ثٛػٛد ٔی آیذ وٝ ا٘ذاصٜ ی آٖ ثب ٘ػف  – 16

 ػذٜ ٚ ایٗ دبسٜ خف ثب دٚ لبػذٜ ٔٛاصی ٔی ثبضذ .ٔؼٕٛع دٚ لب

 

ی ثذسز ٔی آیذ وٝ ٔسبحز آٖ ٘ػف ٔسبحز رٚص٘مٝ ثب ٚغُ وشدٖ ٚسف ؾّغ ٞبی یه رٚص٘مٝ ثٝ یىذیٍش یه ِٛص – 17

  .اسز 

 

 .دس ٞش ٔظّض ٘سجز اسسفبع سسٓ ضذٜ اص ؾّغ اِٚی ثٝ دٚٔی ثشاثش اسز ثب ٘سجز ا٘ذاصٜ ؾّغ دٚٔی ثٝ اِٚی  – 18

  اص ثشخٛسد لكشٞبی ٔشٛاصی الاؾلاع ؿٟبس ٔظّض ثب ثب ٔسبحز ٞبی ٔسبٚی ثذسز ٔی آیذ .  – 19

 

 

ع ٞش ٔظّض سا ثٝ ٞٓ ٚغُ وٙیٓ ؿٟبس ٔظّض ثذسز ٔی آیذ وٝ ٔحیف ٞش وذاْ اص آٟ٘ب ٘ػف ٔحیف ٔظّض اٌش ٚسف اؾلا – 21

1اِٚیٝ ٚ ٔسبحز ٞش وذاْ سثغ )
4

  .( ٔسبحز ٔظّض اِٚیٝ خٛاٞذ ثٛد 

 

ثبضٙذ ( ٚ  ٞشٌبٜ دس دٚ ؿٙذ ؾّؼی ٕٞٝ ؾّغ ٞب ثٝ یه ٘سجز سغییش وشدٜ ثبضٙذ ) وٛؿه یب ثضسي ضذٜ ثبضذ یب ثذٖٚ سغییش – 21

 ثٙبثشایٗ داسیٓ :ا٘ذاصٜ صاٚیٝ ٞب سغییش ٘ىشدٜ ثبضذ ، آٖ دٚ ؿٙذ ؾّؼی سا ٔشطبثٝ ٌٛییٓ .

 ٞش دٚ دایشٜ ، ٔشثغ ٚ ٔظّض ٔشسبٚی الاؾلاع ثب ٞٓ ٔشطبثٝ ا٘ذ . –اِف 

 ٘سجز سطبثٝ دٚ ٔظّض ثب ٘سجز ٔحیف ٞب ثشاثش اسز .  –ة 

 خٛاٞذ داضز .  2 ز آٟ٘ب ثب ٘سجز ٔشطبثٝ ثبضٙذ ٔسبح kاٌش دٚ ٔظّض ثب ٘سجز  –ح 
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 دس دٚ ٔظّض ٔشطبثٝ ٘سجز ٔسبحز ٞب ثشاثش اسز ثب ٔؼزٚس ٘سجز سطبثٝ آٟ٘ب –ر 

ص ٚ اسسفبع ثش ٞٓ ٔٙكجك ٔی ثبضذ ، یبدٔبٖ ٞسز وٝ دس ٔظّض ٔشسبٚی دس ٞش ٔظّض ٔشسبٚی اِسبلیٗ ػٕٛدٔٙػف ، ٔیب٘ٝ ، ٘یٕسب – 22

 شاثش خٛاٞٙذ ثٛد .اِسبلیٗ دٚ صاٚیٝ دبی سبق ثب ٞٓ ث

 دسػٝ خٛاظ ٔشسبٚی اِسبلیٗ سا ٘یض داسد .  61ٔظّض ٔشسبٚی الاؾلاع ثب صاٚیٝ ٞبی  – 23

 دس ٞش ٔظّض قَٛ ٞش ؾّغ اص سفبؾُ دٚ ؾّغ دیٍش ثضسٌشش ٚ اص ٔؼٕٛع آٟ٘ب وٛؿىشش ٔی ثبضذ ) خبغیز ٔظّظی (  – 24

سسبٚی دٚ ؾّغ ٚ صاٚیٝ ثیٗ ، سسبٚی دٚ صاٚیٝ ٚ ؾّغ ثیٗ ٚ اسیٓ : ٞٓ ٟ٘طشی دٚ ٔظّض دس حبِز وّی سا ثٝ یبد دحبِز ٞبی  – 25

 سسبٚی سٝ ؾّغ . 

 .سسبٚی دٚ ٔظّض لبئٓ اِضاٚیٝ سا دس دٚ حبِز وّی سسبٚی ٚسش ٚ یه ؾّغ ٚ ٚسش ٚ یه صاٚیٝ داسیٓ  – 26

ٚ ثٝ ؿٙذؾّؼی وٝ صاٚیٝ ای ثیطشش اص ٓ دسػٝ سا وٛط ٔی ٘بٔی 181دسػٝ ثبضذ سا وبٚ ٚ صاٚیٝ وٕشش اص  181صاٚیٝ ای وٝ ثیطشش اص  -27

 دسػٝ داضشٝ ثبضذ ٔحذة ٔی ٌٛییٓ . 181دسػٝ داضشٝ ثبضذ ؿٙذؾّؼی ٔمؼش ٚ ثٝ ؿٙذؾّؼی وٝ صاٚیٝ ٞبیص وٕشش اص  181

ؾّؼی ثب سٛػٝ ثٝ ایٙىٝ اص ٞش سأس ثٝ سأس ٞبی دیٍش ثؼض سئٛس وٙبسی ) دٚ سأس ٔؼبٚس  ( ٔی سٛا٘یٓ لكش سسٓ  nدس ٞش  – 28

 ػجبسر اسز اص  ؾّؼی nٔظّض ٔی سٛاٖ سسٓ وشد  ثٙبثشایٗ ٔؼٕٛع صٚایبی داخّی ایٗ (2  )وٙیٓ ثٝ سؼذاد 

(  2)  181 

 .دسػٝ ٔی ثبضذ  361دایشٜ لشاس داد یؼٙی ٔؼٕٛع آٟ٘ب  ٔؼٕٛع صٚایبی خبسػی دس ٞش ٔظّض سا ٔی سٛاٖ دس یه -29

ثب سٛػٝ ثٝ سسبٚی صٚایب ٔؼٕٛع ثیٗ ؾّؼی ٔٙشظٓ  nؾّؼی ثب ؾّغ ٞب ٚ صاٚیٝ ٞبی ٔسبٚی سا ٔٙشظٓ ٔی ٘بٔیٓ ٚ دس ٞش  nیه  – 31

 ا٘ذاصٜ ٞش صاٚیٝ داخّی ثشاثش اسز ثب صاٚیٝ سمسیٓ ٔی ضٛد ثٙبثشایٗ  nایٗ 

(  2)  081

 
 

صاٚیٝ سمسیٓ ٔی ضٛد ثٙبثشایٗ ا٘ذاصٜ ٞش  nثیٗ  361ؾّؼی ٔٙشظٓ ا٘ذاصٜ ٞش صاٚیٝ خبسػی یؼٙی  nدس ٞش  29ثب سٛػٝ ثٝ ٘ىشٝ  – 31

 صاٚیٝ خبسػی ثشاثش اسز ثب : 

361
 

 

 ؾّؼی ثشاثش اسز ثب :nسؼذاد لكشٞبی یه  – 32

 (  3)
2
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وٝ خف  nاص آٖ ػجٛس ٔی وٙذ ٚ دس ٔٛسد سؼذاد ٘بحیٝ ٞب دس غٛسسی وٝ دس ٔٛسد یه ٘مكٝ ٔی دا٘یٓ وٝ ثی ضٕبس خف ساسز  – 33

 2nخف سؼذاد ٘بحیٝ ٞب ثشاثش اسز ثب  nسسٓ وٙیٓ ٞش خف غفحٝ سا ثٝ دٚ ٘بحیٝ سمسیٓ ٔی وٙذ ثٙبثشایٗ ثب اص یه ٘مكٝ ػجٛس وٙذ 

 ٘بحیٝ.

 

 

 )ب ثٝ یىذیٍش حذاوظش ٘مكٝ ٔی سٛا٘یٓ ثب ا٘شخبة ٞش ثبس دٚ ٘مكٝ ٚ ٚغُ وشدٖ آٟ٘ nثٝ وٕه  – 34
2)  

 (  1)
2

خف ساسز  

 سسٓ وٙیٓ 

(1  ) ٘مكٝ حذاوظش  nایٗ ٔسئّٝ ثشاثش اسز ثب ایٙىٝ اص 
2

 .خف ساسز ػجٛس ٔی وٙذ  

ی ثٛػٛد آٔذٜ ثشاثش اسز خف ساسز دس غفحٝ سسٓ وٙیٓ ٚ سٕبْ خكٛـ ٕٞذیٍش سا لكغ وٙٙذ حذاوظش سؼذاد ٘بحیٝ ٞب nاٌش  – 35

(1  ) ثب 
2

 1  

 ثشای ٔظبَ داسیٓ : 

 

 داسیٓ :  n=1ثشای 

 داسیٓ :  n=2ثشای 

 داسیٓ :  n=3ثشای 

 nػذد ثٙبثشایٗ ثشای  3خف ساسز ٔٛاصی  سؼذاد ٘بحیٝ ٞب ثشاثش  2٘بحیٝ ٚ ثشای  2ثشای یه خف ساسز سؼذاد ٘بحیٝ ٞب ثشاثش  – 36

  .خف خٛاٞذ ثٛد  n+1خف ساسز ٔٛاصی سؼذاد ٘بحیٝ ٞب 

 

 )٘مكٝ ٞشثبس ثشای سطىیُ یه دبسٜ خف ثٝ سؼذاد  2٘مكٝ ٔی سٛا٘یٓ ثٝ سؼذاد ا٘شخبة  nسٚی یه خف ثب  – 37
2)  

 (  1)
2

دبسٜ  

٘یٓ خف خٛاٞیٓ  2n٘مكٝ  nثشای خف خٛاٞیٓ داضز ٚ ثشای ٞش ٘مكٝ اص دٚ سش خف ٔی سٛا٘یٓ دٚ ٘یٓ خف سسٓ وٙیٓ ثٙبثشایٗ 

 .داضز 

 )سٛا٘یٓ دس غفحٝ ثٝ سؼذاد  اص ٞش ٘مكٝ ٔی– 38
2)  

 (  1)
2

صاٚیٝ سسٓ وٙیٓ ) یه سش صاٚیٝ ٘مكٝ طبثز ٚ سش دیٍش صاٚیٝ  

 .دسػٝ وٕشش ثبضذ  181ا٘شخبة ٘مكٝ ای اص غفحٝ ( وٝ اص 
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ص صاٚیٝ سْٛ ثب اص ثشخٛسد دٚ ٘یٕسبص داخّی ٔظّض صاٚیٝ ای ثذسز ٔی آیذ وٝ ا٘ذاصٜ آٖ ثشاثش اسز ثب ٔؼٕٛع ا٘ذاصٜ ٘یٕسب – 39

 دسػٝ . 91صاٚیٝ 

 

 

 91اص ثشخٛسد دٚ ٘یٕسبص خبسػی ٔظّض صاٚیٝ ای ثذسز ٔی آیذ وٝ ا٘ذاصٜ آٖ ثشاثش اسز ثب سفبؾُ ا٘ذاصٜ ٘یٕسبص صاٚیٝ سْٛ ثب  – 41

 دسػٝ .

 

 

ثشاثش اسز ثب اسز ثب اص ثشخٛسد ٘یٕسبص داخّی ٚ ٘یٕسبص صاٚیٝ خبسػی سأس ٔؼبٚس صاٚیٝ ای ثذسز ٔی آیذ وٝ ا٘ذاصٜ آٖ  – 41

 ٘یٕسبص صاٚیٝ سْٛ .

 

دس ضىُ صیش ٔیب٘ٝ  .یؼٙی ٔسبحز ٞبی ثذسز آٔذٜ ثشاثش خٛاٞٙذ ثٛد  ٞش ٔیب٘ٝ ٔظّض سا ثٝ دٚ لسٕز ٔسبٚی سمسیٓ ٔی وٙذ . – 42

1ٞب یىذیٍش سا ثب ٘سجز 
2

 لكغ ٔی وٙٙذ  

 

 .ٔی ثبضذ دسػٝ  181ٔؼٕٛع صاٚیٝ ٞبی داخّی یه سشبسٜ دٙغ سش ثشاثش  – 43

 

 

ٔحٛس سمبسٖ ػٕٛد ثش ٞٓ داضشٝ ثبضذ ٔشوض سمبسٖ ٘یض خٛاٞذ داضز ثٙبثشایٗ ٔظّض ٔشوض سمبسٖ ٘ذاسد ٚ ؿٙذؾّؼی ٞبیی وٝ دٚ  – 44

 .ٔحٛس سمبسٖ داسد  nصٚع ثبضذ ٔشوض سمبسٖ داسد ٚ ثٝ سؼذاد  nؾّؼی ٞبی ٔٙشظٕی وٝ  nدس 

 

45 

 ٛاظ سٙبست ٔی ثبضذ ، خٛاظ سٙبست سا دس صیش یبدآٚسی ٔی وٙیٓ :دس ثحض ٞٙذسٝ لؿیٝ سبِس ٘یبصٔٙذ دا٘سشٗ خ – 
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 اٌش وسشٞبی 

 
 

 

 
 داضشٝ ثبضیٓ خٛاٞیٓ داضز : 

 

 
 

 

 
       

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

   
 

 

   
 

 

 
 

 

 
 

   

 
 

   

 
 

 

 
 

 

 
 

 

   
 

 

   
 

 

 
 

 

 
 

   

 
 

   

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

   

   
 

 

 

 

 

اٌش ؿٙذ خف ٔٛاصی داضشٝ ثبضیٓ وٝ فبغّٝ ٞبیی یىسبٖ داضشٝ ثبضٙذ سٚی خف ٔٛسثی دبسٜ خف ٞبی ٔسبٚی ایؼبد وٙٙذ سٚی  – 46

 ٔسبٚی ایؼبد ٔی وٙٙذ . ضىُ صیش سا وبُٔ ٔی وٙیٓ  خكٛـ ٔٛسة دیٍش ٘یض دبسٜ خف ٞبی

 

 

اٌش خكٛـ ٔٛاصی داضشٝ ثبضیٓ وٝ خكٛـ ٔٛسثی سا لكغ وٙٙذ ٚ سٚی یىی اص آٖ ٞب دبسٜ خف ٞبیی ٔطخع ػذا وٙٙذ سٚی  – 47

 ثمیٝ خكٛـ ثب ٕٞبٖ ٘سجز دبسٜ خف ٞبیی سا ایؼبد ٔی وٙٙذ . ضىُ صیش سا وبُٔ ٔی وٙیٓ 
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بِس : دس ٔظّض اٌش خكی ٔٛاصی ثب لبػذٜ ٔظّض سسٓ وٙیٓ ٚ دٚ ؾّغ دیٍش سا لكغ وٙذ سٚی آٟ٘ب دبسٜ خف ٞبیی ثب لؿیٝ س – 48

  ٘سجز یىسبٖ ػذا ٔی وٙذ .

  

  
 

  

  
 

  ثٙب ثٝ خبغیز ٞبی سٙبست ٕٞـٙیٗ داسیٓ 

  
 

  

  
 

  

  
 

 ٔمبثُ ثٝ ٘یٕسبصٞب ثب ٘سجز دٚ ؾّغ دیٍش ثشاثش اسز یؼٙی دس ضىُ صیش داسیٓ دس ٞش ٔظّض ٘سجز ؾّغ ٞبی  – 49

 

  

  
 

  

  
 

دس غٛسسی وٝ دس ؿٙذؾّؼی صاٚیٝ ٞبی ٔشٙبظش دٚثٝ دٚ ثشاثش ثبضٙذ ، اؾلاع ٔشٙبظش دٚثٝ دٚ ٔشٙبست ثبضٙذ ٚ سؼذاد ؾّغ ٞبی   – 51

 .ٙذ ثٛد آٟ٘ب ٔسبٚی ثبضذ دٚ ؿٙذ ؾّؼی ٔشطبثٝ خٛاٞ

 .٘سجز ٞش دٚ ؾّغ ٔشٙبظش سا دس ضىُ ٞبی ٔشطبثٝ ٘سجز سطبثٝ ٔی ٘بٔیٓ 

 ثشای سطبثٝ دٚ ِٛصی سسبٚی صاٚیٝ ٞب وبفی اسز ؿٖٛ ؾّغ ٞب ثٝ یه ٘سجز ثضسي یب وٛؿه ٔی ضٛ٘ذ ) ثب ٞٓ ثشاثش٘ذ ( 

 .ٙیٓ ثشای ٔسشكیُ ٔی سٛا٘یٓ اص ٘سجز قَٛ ثٝ ػشؼ ٚ صاٚیٝ ٞبی ثیٗ دٚ لكش ٘یض اسشفبدٜ و

 ٘سجز سطبثٝ (  kثشاثش اسز )  3 ثشای دٚ ضىُ ٔشطبثٝ ٘سجز حؼٓ دٚ ضىُ ثب ػذد 

 ػجبسر اسز اص : صیش لاصْ اسز وٝ ضشایف یىی اص ثشای دٚ ٔظّض 

 سٙبست سٝ ؾّغ  – 1

 سسبٚی دٚ صاٚیٝ  – 2

 .سٙبست دٚ ؾّغ ٚ سسبٚی صاٚیٝ ی ثیٗ دٚ ؾّغ  – 3

 

سئّٝ سا فشؼ ، اقلاػبسی وٝ ثبیذ دسسشی آٟ٘ب سا ٘طبٖ دٞیٓ حىٓ ٚ سٚش ٘طبٖ دادٖ ایٗ اسسجبـ ٕٞبٖ قٛس وٝ ٔی دا٘یٓ اقلاػبر ٔ

دس ٔظبَ ٞبی صیش ٕ٘ٛ٘ٝ ٞبیی اص ایٗ لؿیٝ ٞب سا  ٚ ثٝ ٞش ٔسئّٝ ای وٝ ضبُٔ ایٗ ٔكبِت ثبضذ سا لؿؿیٝ ٔی ٘بٔٙذ  سا اسشذلاَ ٔی ٘بٔٙذ

 داسیٓ  

 ه دبسٜ خف سب دٚ سش آٖ دبسٜ خف ثٝ یه فبغّٝ ٔی ثبضذ .فبغّٝ ٞش ٘مكٝ سٚی ػٕٛدٔٙػف ی – 1سٛاَ 

A 

B C 

N M 

A 

B 
M 

C 

B C 

A 

H 
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1 ٚ       ثب سٛػٝ ثٝ ػٕٛدٔٙػف ثٛدٖ داسیٓ :فشؼ :    2 

      حىٓ : 

 اسشذلاَ : اص خبغیز ٕٟٞٙطشی دٚ ٔظّض وٙبسی اسشفبدٜ ٔی وٙیٓ ) ؼ ص ؼ (:

 

 

 

 

  غ آٖ فبغّٝ ای یىسبٖ داسد .ٞش ٘مكٝ سٚی ٘یٕسبص یه صاٚیٝ اص دٚ ؾّ  – 2سٛاَ 

1 فشؼ :    2 

 حىٓ :

 اسشذلاَ : ٔی سٛا٘یٓ اص خبغیز ٚسش ٚ یه صاٚیٝ اسشفبدٜ وٙیٓ : 

 

 

 

 لكشٞبی ٔشثغ ثشاثش٘ذ  – 3سٛاَ 

 فشؼ : 

      حىٓ : 

 ٚ ٕٟٞٙطشی آٟ٘ب اسشفبدٜ وٙیٓ :    ٚ     اص دٚ ٔظّض اسشذلاَ : 

 

  .یٕسبصٞبی یه ٔظّض ٕٞشس ا٘ذ ٘ – 4سٛاَ 

 ٘یٕسبصٞبی ٔظّض ٔی ثبضٙذ   OA ٚ BOفشؼ : 

A 

B 

C 

M 

A B 

D C 

O 

A 

B C 

𝐻1 

𝐻3 

𝐻2 
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 ٘یٕسبص ٔظّض ٔی ثبضذ  COحىٓ : 

1  ٘یٕسبص ثٙبثشایٗ  AOاسشذلاَ :   ...............٘یٕسبص ثٙبثشایٗ  BOٚ ٕٞـٙیٗ  2   

2  اص سسبٚی ٞبی ثبلا ثذسز ٔی آیذ   ٔی ثبضذ ثٙبثشایٗ ایٗ سٝ ٘یٕسبص ٔظّض ٔی ثبضذ ٚ ٕٞشس  ٘یٕسبص ٔظّض COدس  3   

 

 .دٚ خف ٔٛاصی ثب لكغ وشدٖ خف ٔٛسة صاٚیٝ ٞبی سٙذ ٔسبٚی ایؼبد ٔی وٙٙذ  – 5سٛاَ 

1 فشؼ :    2  

1 حىٓ:    1 

 ٕٟٞٙطز ٞسشٙذ ثٙبثشایٗ : ثش خكٛـ ٔٛاصی ػٕٛدی سسٓ ٔی وٙیٓ داسیٓ دٚ لبئٓ اِضاٚیٝ ثبلا ثب ٞٓ ABاص ٚسف اسشذلاَ : 

 

 

   دس دٚ ٔظّض ٔشطبثٝ ، ٘سجز ٔسبحز دٚ ٔظّض ثب ٔؼزٚس ٘سجز سطبثٝ ثشاثش اسز . – 6سٛاَ 

  ٚ         فشؼ : 

  
   

    حىٓ : 

    
  2 

 اسشذلاَ : 

    

    
 

  2    
2

  1    
2

 
  2

  1
 

  

  
      2 

 گبم ّبی حل هسئلِ :

 خٛا٘ذٖ غٛسر ٔسئّٝ ٚ ٔطخع وشدٖ ٔفبٞیٓ سطىیُ دٞٙذٜ آٖ (  1

 یه ضىُ ٔٙبست ثب سٛػٝ ثٝ غٛسر ٔسئّٝ ثشای آٖ سسٓ وٙیٓ .(  2

 دادٜ ٞبی ٔسأِٝ ) فشؼ ( ٚ خٛاسشٝ ٞبی آٖ ) حىٓ ( سا ٔطخع وٙیٓ .(  3

 .ثٝ حىٓ ساٜ حُ ) اسشذلاَ ( دیذا وٙیٓ شای سسیذٖ اص فشؼ ( ث 4

A 
𝑑1 

B 
𝑑2 

C 

H 

𝐻  

M 

N 
P 

𝐻2 

A 

B C 
𝐻1 
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ثب یه ػبدٜ خبوی ٔسشمیٓ ثٝ ٞٓ ٚغُ ٞسشٙذ . دس آٖ ٔٙكمٝ ػبدٜ آسفبِشٝ ی ٔسشمیٕی سبخشٝ ضذٜ اسز  A  ٚBدٚ سٚسشبی ٔظبَ : 

ساٜ سبصی ٔی خٛاٞذ اص ٙذ وٝ ایٗ دٚ سٚسشب دس دٚ قشف آٖ ٚالغ ضذٜ ا٘ذ ٚ ػبدٜ آسفبِشٝ دسسز اص ٚسف ػبدٜ خبوی ػجٛس ٔی و

ویّٛٔشش دسسز ضذٜ اسز  4یه ػبدٜ ٔسشمیٓ ثٝ قَٛ  Aٞش سٚسشب یه ػبدٜ آسفبِشٝ ثب وٛسبٜ سشیٗ ٔسیش احذاص وٙذ . اص سٚسشبی 

 ایٗ ػبدٜ ثٝ ؿٝ قِٛی احذاص خٛاٞذ ضذ ؟ Bثشای ػبدٜ 

 

 ٌبْ اَٚ : ٔفبٞیٓ ثٝ وبس سفشٝ : خف ، دبسٜ خف ٚ ٔفْٟٛ وٛسبٜ سشیٗ ٔسیش 

 ٌبْ دْٚ :سسٓ ضىُ 

̂        فشؼ : ٌبْ سْٛ :    ̂  91 

      حىٓ : 

 ٌبْ سْٛ : یبفشٗ اسشذلاَ لاصْ : اص ٕٟٞٙطشی ٔظّض ٞب اسشفبدٜ ٔی وٙیٓ 

        1  .ٚسش ٚ یه صاٚیٝ ثٙبثشایٗ دٚ ٔظّض ٞٓ ٟ٘طز ٚ اػضای ٔشٙبظش ثب ٞٓ ثشاثش ٞسشٙذ 2  

 

 

 

ٚسف اؾلاع ٔشٛاصی الاؾلاع ٔی ثبضذ ، طبثز وٙیذ :  M  ،N  ،P ٚqٔشٛاصی الاؾلاع اسز ٚ  ABCDدس ضىُ ٔمبثُ  – 7سٛاَ 

MN=PQ  

 

 

 ٔی ثبضذ ) ؾّغ ٞبی ٔشٛاصی الاؾلاع ثب ٞٓ ثشاثش٘ذ ( AD  ٚDCٚسف ؾّغ ٞبی  AB  ٚBC  ٚP,Qٚسف ؾّغ ٞبی  M ٚnفشؼ : 

 MN=PQحىٓ : 

 اسشفبدٜ ٔی وٙیٓ وٝ ثٝ حبِز ؼ ص ؼ ثب ٞٓ ٕٟٞٙطز ٞسشٙذ ثػٛسر : PDQٚ      اص ٕٟٞٙطشی دٚ ٔظّضاسشذلاَ : 

 

A 

B 

C 

D M 

A 
B 

N 
P 

M 

D Q C 
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 . BM=NCقٛسی لشاس ٌشفشٝ وٝ  BCسٚی لبػذٜ ی  M  ٚNٔشسبٚی اِسبلیٗ اسز ٚ  ABCدس ضىُ ٔمبثُ ، ٔظّض  – 8سٛاَ 

  ٞٓ ٔشسبٚی اِسبلیٗ اسز . AMN٘طبٖ دٞیذ ٔظّض 

 فشؼ : 

 حىٓ :

  اسشذلاَ :

اسز ٘طبٖ دٞیذ  BDاص لكش  A  ٚCفبغّٝ ٞبی ٘مبـ     ٚ  AHٔشٛاصی الاؾلاع ٚ  ABCDدس ضىُ صیش  – 9سٛاَ 

        

 ٔٛسة AD=BC  ٚ       ٚDBفشؼ : 

       حىٓ : 

 اسشذلاَ : ٕٟٞٙطشی دٚ ٔظّض لبئٓ اِضاٚیٝ سا ٘طبٖ ٔی دٞیٓ 

 

 

سب٘شی ٔشش اسز . فبغّٝ ایٗ دٚ ٘مكٝ دس ا٘ذاصٜ ی ٚالؼی  7فبغّٝ دٚ ٘مكٝ سٚی ٘مطٝ  5111 ثٝ 1دس یه ٘مطٝ ثب ٔمیبس  – 11سٛاَ 

 سا ثذسز آٚسیذ ؟

1
5111

 
7
 

 

5111ثٙبثشایٗ   7   .سب٘شی ٔشش وٝ ٔؼبدَ .............. ٔشش ٚ ............. ویّٛٔشش اسز  35111 

 

 سا ثذسز آٚسیذ . xٔمذاس دس ضىُ صیش دٚ ٔسشكیُ ثب ٞٓ ٔشطبثٝ ا٘ذ  – 11سٛاَ 

 

 

A 

B 
M N C 

H 

H 

A 
B 

D C 

5 

2 

𝑥  
3

2
 

2  𝑥 
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 ثٙبثشایٗ : دبسخ : ٘سجز سطبثٝ دس قَٛ ٞب ٚ ػشؼ ٞب ثبیذ ثب ٞٓ ثشاثش ثبضذ سب دٚ ٔسشكیُ ٔشطبثٝ ثبضٙذ 

 

 دسػٝ ٔی ثبضذ  181سٕشیٗ : طبثز وٙیذ ٔؼٕٛع صاٚیٝ ٞبی داخّی یه ٔظّض 

 

 

 

 

 

4  سی وٝ دس غٛس – 12سٛاَ 
7

 
  2

6
 حبغُ  

 
 .آٚسیذ  سا ثذسز 

 

 

 

 

  سا ٔحبسجٝ وٙیذ . x  ٚyٔٛاصی ثب ؾّغ ٔظّض ٔی ثبضذ ٔمبدیش  DEدس ضىُ صیش خف  – 13سٛاَ 

 

 دبسخ : 

ٚ ٕٞـٙیٗ ثب سٛػٝ  اص لؿیٝ سبِس ٔی دا٘یٓ وٝ خكی ٔٛاصی ثب یىی اص اؾلاع ٘سجز ٞبی ٔشٙبست سٚی دٚ ؾّغ دیٍش ایؼبد ٔی وٙذ

 :ثٙبثشایٗ  سا ٔی دٞذ  ثٝ ػٕغ غٛسر دس ٔخشع وسشٞب ٘شیؼٝ صیش

9
9   

 
 

  2
 

9
12

 

9
9   

 
9

12
  

 

  2
 

9
12

  

12 

9 

x 

E 

B C 

D 

A 

9 
y 

2 
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 سٕشیٗ : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  لبئٕٝ اسز (  A. ) سا ثذسز آٚسیذ xا٘ذاصٜ  ABH  ٚABCثب سٛػٝ ثٝ ٔشطبثٝ ثٛدٖ دٚ ٔظّض  – 14سٛاَ 

 

 

  AHCداسیٓ دس ٔظّض لبئٓ اِضاٚیٝ دبسخ :

 1    91 

 داسیٓ  ABC لبئٓ اِضاٚیٝ  ٔظّض ٚ دس

    91 

1 دس ٘شیؼٝ داسیٓ :  :سٙبست سٚثٝ سٚ ثٝ ؾّغ ٞبی ٔسبٚی سا ٔی ٘ٛیسیٓ  91    ٚ ثب سٛػٝ ثٝ سسبٚی    

x 

9 

15 

21 

A 

B 
H 

C 3 6 

x 
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3
 

 
 

9
  2  27     27 

ؿٙذ سب٘شی ٔشش  DEٔی ثبضذ ، قَٛ  BEٚسف  BD  ٚDسف ٚ AC  ،Cٚسف  B، اٌش  AE=21دس ضىُ ٔمبثُ ٔی دا٘یٓ  – 15سٛاَ 

  ) ٔسبثمبر سیبؾی آٔشیىب (اسز ؟

 

 

 دبسخ : 

  داسیٓ :ٔی ٘ٛیسیٓ  ABسب٘شی ٔشش اسز سا ثشحست  21وٝ  AEٚ وُ دبسٜ خف  AB=BC=CD  ٚDE=BD=2ABداسیٓ 

 

 

̂   ٚ  AB=ACدس ضىُ داسیٓ  – 16سٛاَ   81  ٚ   ̂  75  ٚ   ̂ وذاْ اسز ؟ ) صاٚیٝ  ̂   ا٘ذاصٜ ی  65 

 .(  2111) وبٍ٘ٛسٚ  ٔطخع ٔی ضٛد ( BDٔٛسد ٘ظش ثب سسٓ وشدٖ لكش 

 

 

 

 

𝛽دس ایٗ ضىُ  – 17سٛاَ  ٚ ... ثب ٞٓ ثشاثش٘ذ . ثیطششیٗ سؼذاد دبسٜ خف ٞبیی  3 2 ،  2 1 ،  1  دسػٝ ٚ دبسٜ خف ٞبی  7 

 (  2111) وبٍ٘ٛسٚ اِٚیٗ دبسٜ خف اسز (  1  اسز ؟ )  ؿٙذٗ سٚ٘ذ  ثٝ وٕه ایٗ ضىُ سسٓ وشد ، وٝ ٔی سٛاٖ ثب ٕٞی

  ) سإٞٙبیی : اص ٔفْٟٛ ٔظّض ٔشسبٚی اِسبلیٗ ٚ صاٚیٝ خبسػی وٕه ثٍیشیذ (

 

 

 

 وذاْ ساثكٝ ٕٞٛاسٜ غحیح اسز ؟ Aثبضذ ثشای صاٚیٝ  ABCثضسي سشیٗ ؾّغ ٔظّض  BCاٌش  – 18سٛاَ 

 دسػٝ ثضسٌشش اسز  61اص (  1

A B C D E 
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 ( سٙذ اسز  2

 ( لبئٕٝ اسز  3

 ( ثبص اسز  4

ثبیذ اص ثمیٝ ثضسٌشش ثبضذ ثٙبثشایٗ ثضسٌشش  BCدبسخ : ٔی دا٘یٓ ٞش ؾّغ سٚثٝ سٚ ثٝ یه سأس لشاس داسد ثٙبثشایٗ سأس سٚثٝ سٚ ثٝ ؾّغ 

 دسػٝ ثٛد ( 61اسز ) اٌش ثشاثش ثٛد٘ذ  61اص 

 

 

  ) سیضٞٛضبٖ(سا ثٝ دسز آٚسیذ ̂ ؾلاػی سٚثٝ سٚ سا ٔكبثك ضىُ سب وشدٜ ایٓ ، ا٘ذاصٜ ی ٔظّض ٔشسبٚی الا – 19سٛاَ 

 

 

 

 

 

 )سیضٞٛضبٖ(ثبضٙذ ؟ 61ٚ  31ضبُٔ دٚ صاٚیٝ ی  ABؿٙذ ٔظّض ٔی سٛاٖ سسٓ وشد وٝ دس دٚ سش  ABسٚی دبسٜ خف  – 21سٛاَ 

ذاد ٔظّض ٞبی لبئٓ اِضاٚیٝ لبثُ سسٓ سٚی دبسٜ خف ثب ضشایف ثبلا صاٚیٝ سْٛ لبئٕٝ اسز ثٙبثشایٗ سؼ 61ٚ  31) سإٞٙبیی ثب دٚ صاٚیٝ 

 ٔٛسد٘ظش اسز (

 

 

 (ٕ٘ٛ٘ٝ دِٚشی ) دسػٝ اسز . ا٘ذاصٜ ی یىی اص صاٚیٝ ٞبی داخّی ایٗ ٔظّض ؿٙذ دسػٝ اسز ؟ 211ٔؼٕٛع دٚ صاٚیٝ خبسػی ٔظّظی  – 21سٛاَ 

1 )21   2  )41   3  )61   4  )81  

 

 ثٙبثشایٗ صاٚیٝ خبسػی سْٛ ثشاثش اسز ثب ............. 361ی دبسخ : ٔؼٕٛع صٚایبی خبسػ

142 

x 
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 ثٙبثشایٗ صاٚیٝ داخّی ٔٛسد٘ظش ثشاثش اسز ثب ................. 181ٔؼٕٛع ٞش صاٚیٝ داخّی ثب خبسػی 

 

 

 

سؼذاد ٘مبقی وٝ اص ایٗ ٔٛاصی اسز . ایٗ سٝ خف ٔشٕبیض ٚ دس یه غفحٝ ا٘ذ .  3 ٔشمبقغ ٚ ثب خف  2 ثب خف  1 خف  – 22سٛاَ 

 خف ثٝ یه فبغّٝ ا٘ذ ثشاثش اسز ثب :)ٔسبثمبر سیبؾی آٔشیىب (  3

1  )1   2  )1   3  )2   4  )4  

 

 

 

 

 

دٙغ ؾّؼی ٔٙشظٓ ٞٓ ا٘ذاصٜ ٔب٘ٙذ ضىُ ٔمبثُ ، اص سٚی یه ؾّغ دٚس یه حّمٝ لشاس ٌشفشٝ ا٘ذ ٚ یه ٌشد٘جٙذ سبخشٝ  – 23سٛاَ 

 ٞب ثذٖٚ فبغّٝ دٚس ٞٓ لشاس ثٍیش٘ذ سب ٌشد٘جٙذ وبُٔ ضٛد ؟  ا٘ذ ؿٙذ سب اص ایٗ ؿٙذ ؾّؼی

 

181 (2  )ؾّی ٔٙشظٓ ثشاثش اسز ثب :  5دبسخ : ا٘ذاصٜ ٞش صاٚیٝ داخّی 
 

 
(5 2) 181

5
 118 

یٝ داخّی دسػٝ ٔی ثبضذ وٝ ایٗ ٘طبٖ ٔی دٞذ صاٚ 361دسػٝ ػٕؼب  144ا٘ذاصٜ صاٚیٝ ٞبی داخّی دٚ دٙغ ؾّؼی ثبلا ثٝ ٕٞشاٜ صاٚیٝ 

) سؼذاد ؾّغ  nثٙبثشایٗ ٔی سٛا٘یٓ ثٝ وٕه فشَٔٛ ثبلا دسػٝ اسز  144ؿٙذ ؾّؼی ثذسز آٔذٜ ػذیذ ثٝ وٕه دٙغ ؾّؼی ٞب ثشاثش 

 ٞب ( سا ثذسز آٚسیٓ 

(  2)  181
 

 144  144  181  361  181  144  361  36  361    
361
36

 11 

 دٞیٓ سب دٙغ ؾّؼی وٙبس ٞٓ لشاس  11یؼٙی ثبیذ 
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181سٛػٝ : ثشای سشػز ثخطیذٖ ثٝ ٔحبسجٝ دس ا٘شٟب ٔی سٛا٘سشیٓ صاٚیٝ خبسػی دٙغ ؾّؼی سا ثذسز آٚسیٓ   144  36  ٚ

361صاٚیٝ سمسیٓ وٙیٓ وٝ  36دسػٝ وٝ ٔؼٕٛع صٚایبی خبسػی سا ثیٗ 361
36

 11 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 4فصل 

 توان و ریشه :

 داسد  ایٗ فػُ اص إٞیز ثبلایی دس دسٚس آیٙذٜ ٚ سبَ ٞبی ثبلاسش

سیطٝ دْٚ ) ػزس یه ػذد ( آضٙب ٞسشیٓ ٚ ٔی دا٘یٓ وٝ دس غٛسسی وٝ ػذد ٔشثغ وبُٔ ثبضذ  سیطٝ دْٚ ػذد ثب ٔفْٟٛ سٛاٖ ٚ 

36 ٔمذاسی دلیك ٚ دس غیش ایٗ غٛسر سمشیجی اسز ٔب٘ٙذ   6   ٚ 32  5 أب خٛاٞیٓ دیذ وٝ ٔی سٛا٘یٓ سیطٝ سْٛ ٚ  ⁄6

 .ٚسیٓ . ٕٞـٙیٗ ثب سٛاٖ ٔٙفی آضٙب خٛاٞیٓ ضذ اْ سا ٞٓ ثذسز آ nؿٟبسْ ٚ... ٚ 

ٕ٘بد ػّٕی اػذاد سا ثشای ٕ٘بیص اػذاد خیّی ثضسي ٚ خیّی وٛؿه ٔؼشفی ٔی وٙیٓ ٚ دس ا٘شٟب ثب ػٕغ ٚ سفشیك دس اػذاد ثب ٕ٘بد 

 سادیىبِی ثحض خٛاٞیٓ وشد . 
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